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 1.  は  じ  め  に 

    ア  ス  テ  ロ  イ  ド  曲  線  と  は、  半  径  a  の  ⼤  き  さ  の  円  の  内  部  を、  そ  の  1/4  の  ⼤  き  さ  の  円  が  滑 

 る  こ  と  な  く  転  がっ  た  と  き  の  ⼀  点  の  軌  跡  の  こ  と  で、  媒  介  変  数  表  ⽰  を  す  る  と、 

 と  い  う  式  で  表  さ  れ  る。  ま  た、  座  標  平  ⾯  上  に  表  す  と、 

 と  な  る。  𝑥  2/3 +  𝑦  2/3 =  𝑎  2/3 

 ア  ス  テ  ロ  イ  ド  曲  線 



    こ  の  ア  ス  テ  ロ  イ  ド  曲  線  は、  サ  イ  ク  ロ  イ  ド  の  ⼀  種  で  あ  り、  ⾝  近  な  使  ⽤  例  と  し  て  は、 

 旧  式  の  エ  ン  ジ  ン  の  設  計  に  使  わ  れ  て  い  る。 

    我々  は  こ  の  ア  ス  テ  ロ  イ  ド  曲  線  に  興  味  を  持  ち、  式  ①  の  指  数  を  有  理  数  p  と  お  い  た、 

 と  い  う  式  を  主  題  式  と  設  定  し  た。  ま  た、  主  題  式  は、  フェ  ル  マー  の  最  終  定  𝑥  𝑝 +  𝑦  𝑝 =  𝑎  𝑝 

 理  の  と  い  う  式  と  似  て  い  る  た  め、  フェ  ル  マー  の  最  終  定  理  を  図  形  的  に  考  察  𝑥  𝑛 +  𝑦  𝑛 =  𝑧  𝑛 

 で  き  る  の  で  は  と  考  え  た。  フェ  ル  マー  の  最  終  定  理  と  は、  n  が  ３  以  上  の  ⾃  然  数  の  と  き、 

 を  満  た  す  ⾃  然  数  の  組  x  、  y  、  z  は  存  在  し  な  い  と  い  う  も  の  で、  １  ９  ９  ９  年  に  𝑥  𝑛 +  𝑦  𝑛 =  𝑧  𝑛 

 イ  ギ  リ  ス  の  ⼤  学  教  授  ア  ン  ド  リュー‧  ワ  イ  ル  ズ  に  よ  り  証  明  さ  れ  て  い  る。  私  達  は、  主  題 

 式  の  ｐ  の  値  を  変  化  さ  せ  た  り、  格  ⼦  点  を  調  べ  た  り  す  る  こ  と  で、  フェ  ル  マー  の  最  終  定  理 

 を  図  形  的  に  証  明  す  る  こ  と  な  ど  に  役  ⽴  つ  の  で  は  な  い  か  と  考  え、  研  究  を  始  め  た。 

 2.  研  究  の  ⽬  的 

    前  述  の  通  り、  こ  の  研  究  を  進  め  る  こ  と  に  よ  り、  フェ  ル  マー  の  最  終  定  理  を  図  形  的  に  考 

 察  ∕  理  解  す  る  こ  と  に  役  ⽴  て  ら  れ  る  と  考  え  て  い  る。  フェ  ル  マー  の  最  終  定  理  は  通  常  ⾮  常 

 に  複  雑  で  か  つ  ⻑  い  証  明  を  要  し、  フェ  ル  マー  の  最  終  定  理  を  証  明  し  た  ア  ン  ド  リュー‧  ワ 

 イ  ル  ズ  が  作  成  し  た  論  ⽂  は  １  ０  ０  ペー  ジ  に  も  渡  る。  我々  ⾼  校  ⽣  な  ど  数  学  を  専  ⾨  的  に  研 

 究  し  て  い  な  い  ⼈々  に  とっ  て  は、  そ  れ  ら  の  証  明  を  理  解  す  る  の  は  難  解  な  こ  と  で  あ  る。  そ 

 う  いっ  た  と  き  に、  こ  の  研  究  を  通  し  て  フェ  ル  マー  の  最  終  定  理  の  理  解  を  ⼿  助  け  す  る  よ  う 

 な  考  察  を  ⽣  み  出  す  こ  と  を  考  え  て  い  る。 



 3.  実  験  ⽅  法 

    実  験  や  研  究  に  お  い  て、  ⼤  量  の  試  ⾏  を  ⾏  う  際  な  ど  は  「  Google     Colabratory  」  で 

 Python  を  ⽤  い  た  コー  ド  を  作  成  し、  実  際  に  Google  の  サー  バー  で  実  ⾏  し  た。  ほ  か  に、 

 具  体  的  な  数  値  を  代  ⼊  し  た  と  き  の  グ  ラ  フ  の  サ  ン  プ  ル  を  得  る  際  に  は  「  GeoGebra  」  及  び 

 「  desmos  」、  「  Mathway  」  を  使  ⽤  し  た。  あ  と  に  研  究  で  こ  の  サー  ビ  ス  を  使  ⽤  す  る  ⽣ 

 徒  に  向  け  て、  利  点  や  注  意  点  を  記  載  す  る。 

 「  Google     Colabratory  」 

 利  点:     Python  を  ⽤  い  た  コー  ド  の  実  ⾏  が  可  能  で、  ⼤  量  な  試  ⾏  の  結  果  な  ど  を  数  分〜  数  時 

 間  で  出  す  こ  と  が  で  き  る。 

 注  意  点:     ⼀  定  時  間  操  作  を  し  な  かっ  た  場  合  に  コー  ド  の  実  ⾏  が  中  断  さ  れ  る  （途  中  か  ら  再  開 

 す  る  の  は  難  し  い） 

 「  desmos  」 

 利  点:     Chromebook  上  で  も  動  作  が  軽  い、  作っ  た  グ  ラ  フ  の  共  有  が  可  能 

 注  意  点:     指  数  の  値  が  少  数  に  な  る  と、  数  学  的  に  正  し  く  な  い  結  果  を  ⽰  す  場  合  が  あっ  た 

 「  Mathway  」 

 利  点:     チャッ  ト  形  式、  ⽇  本  語  に  対  応  し  て  い  る、  ⼀  つ  の  ⼊  ⼒  か  ら  様々  な  選  択  肢  を  取  れ  る 

 注  意  点:     広  告  が  多  い 

 「  GeoGebra  」 

 利  点:     3  次  元  の  グ  ラ  フ  の  プ  ロッ  ト  が  ⾏  え  る、  作っ  た  グ  ラ  フ  の  共  有  が  可  能 

 注  意  点:     動  作  が  若  ⼲  重  い 

 な  お、  基  本  的  に  こ  れ  ら  の  サー  ビ  ス  で  は、  以  下  の  ⼊  ⼒  ⽅  法  が  ⼀  般  的  で  あ  る: 

 (x  の  3  乗)     …     x^3      ※  「  ̂   」  …  通  称  キャ  レッ  ト、  べ  き  乗  を  表  す  𝑥  3 

 応  ⽤:  …     カッ  コ     3  の  ab  乗     分  の  2     カッ  コ  閉  じ     c  乗 ( 2/  3  𝑎𝑏 ) 𝑐 



 3.  ｐ  の  値  に  よ  る  分  類 

    我々  は  主  題  式  が  描  く  グ  ラ  フ  に  つ  い  て  詳  し  く  調  べ  る  た  め、  指  数  ｐ  に  ⾊々  な  値  を  代  ⼊ 

 し  た。 

 I.  ｐ  が  正  の  偶  数  の  と  き 

    ｐ  ＝  ２  の  と  き  は  我々  が  よ  く  知  る  円  を  ⽰  す  式  に  な  る。  そ  の  上  に、  ｐ  ＝  ４、  ６、 

 ８  …  と  値  を  増  加  さ  せ  て  い  く  と、  だ  ん  だ  ん  円  が  ⾓  張っ  た  よ  う  な  形  に  な  り、  ⾯  積  ａ 

 ^   ２  の  正  ⽅  形  に  近  づ  く。 

 II.  ｐ  が  正  の  奇  数  の  と  き 

    右  画  像  の  よ  う  な  グ  ラ  フ  が  得  ら  れ、  こ  れ  を  微  分  す  る  な  ど  調  べ  る  と  以  下  の  こ  と  が 

 わ  かっ  た。 

 グ  ラ  フ  上  の  点  に  お  け  る  接  線  の  傾  き  𝑦  ' :

 常  に  負     ⇔     常  に  減  少  関  数 

 接  線  の  傾  き  の  増  減  の  様  ⼦     ⇔     グ  ラ  フ  の  凹  凸  𝑦  '' :

 に  お  い  て  負     ⇔     上  に  凸  0 <  𝑥 <  1 

 に  お  い  て  正、  下  に  凸  𝑥 <  0 ,     1 <  𝑥 

 つ  ま  り、  こ  の  と  き  の  グ  ラ  フ  に  直  線  部  分  は  存  在  し  な  い  （僅  か  に  下  に  凸  で  あ  る）。 

 III.  ｐ  が  負  の  奇  数  の  と  き 

    の  ２  本  の  漸  近  線  が  得  ら  れ  る。  の  右  側  極  限  は  、  左  側  極  限  は  𝑥 =  𝑎 ,     𝑦 =  𝑎     𝑥 =  𝑎     ∞ 

 で  あ  る。 −  ∞ 



 IV.  ｐ  が  負  の  偶  数  の  時 

    の  ４  本  の  漸  近  線  が  得  ら  れ  る。  𝑥 =  ±  𝑎 ,     𝑦 =  ±  𝑎 

    い  ず  れ  の  場  合  も、  ｐ  が  ⾮  整  数  で  あ  る  値  の  と  き  は、  定  義  域  の  関  係  で  第  ⼀  象  限  に  の  み 

 し  か  グ  ラ  フ  が  現  れ  な  い。 



 4.  規  則  性  の  検  証 

    指  数  p  の  ⼤  き  さ  を  ⼤  き  く  し  て  い  く  と、  グ  ラ  フ  の  第  ⼀  象  限  の  部  分  の  形  が  徐々  に  正  ⽅  形 

 の  ⼀  部  の  よ  う  な  形  に  限  り  な  く  近  づ  く。  私  達  は  こ  の  こ  と  か  ら、  グ  ラ  フ  の  第  ⼀  象  限  の  内 

 側  の  部  分  の  ⾯  積  を  D  と  し  た  と  き、  指  数  p  と  ⾯  積  D  の  変  化  の  仕  ⽅  に  何  ら  か  の  規  則  性  が  ⾒ 

 い  だ  せ  る  の  で  は  な  い  か  と  考  え、  検  証  を  ⾏っ  た。 

 そ  の  結  果  は、  次  に  ⽰  す  グ  ラ  フ  の  よ  う  に  なっ  た。 

 p  の  値  が  ⼤  き  く  な  る  に  伴っ  て、  D  の  値  は  1  に  限  り 

 な  く  近  づ  い  て  増  え  る  事  が  わ  か  る。  し  か  し、  私  達 

 は  こ  の  結  果  を  ⼀  般  化  す  る  こ  と  が  で  き  ず、  具  体  的 

 な  規  則  性  を  ⾒  出  す  こ  と  は  難  し  い  と  考  え  た。 

                                                                                  （  縦  軸  …  ｐ  の  値  ；  横  軸  …D  の  ⾯  積） 
   

    こ  の  検  証  に  は  Python  で  作  成  し  た  コー  ド  を  使  ⽤  し  て  い  る。  若  ⼲  ⻑  め  の  コー  ド  で  あ  る 

 た  め、  本  レ  ポー  ト  内  に  記  ⼊  す  る  こ  と  は  で  き  な  い  が、  本  研  究  レ  ポー  ト  最  終  ペー  ジ  の  最 

 下  部  に  コ  メ  ン  ト  を  付  し  た  Google     Colabratory  の  リ  ン  ク  と  QR  コー  ド  を  記  載  し  て  あ  る  た 

 め、  今  後  の  研  究  の  参  考  に  な  れ  ば  幸  い  だ。 



 5.  図  形  を  ⽤  い  た  考  察 

    フェ  ル  マー  の  最  終  定  理  と  い  う  の  は  前  述  の  と  お  り  で  あ  る。  私  た  ち  が  今  回  着  ⽬  し  た  ア 

 ス  テ  ロ  イ  ド  曲  線  の  式  を  変  形  し  た  主  題  式  と、  フェ  ル  マー  の  最  終  定  理  の  式  は  よ  く  似  た  形 

 を  と  る。  し  た  がっ  て、  主  題  式  を  図  形  的  に  調  べ  る  こ  と  で  フェ  ル  マー  の  最  終  定  理  の  図  形 

 的  な  考  察  が  で  き  る  の  で  は  な  い  か  と  考  え  た。 

    図  形  的  に  フェ  ル  マー  の  最  終  定  理  を  ⾔  い  換  え  る  と、  「  z  が  ⾃  然  数  な  ら  ば  主  題  式  の  描  く 

 曲  線  が  格  ⼦  点  （  x  座  標  と  y  座  標  が  と  も  に  整  数  で  あ  る  点）  を  通  ら  な  い」  と  す  る  こ  と  が  で 

 き  る。 

    実  際  に  Python  を  ⽤  い  て  主  題  式  の  描  く  曲  線  が  格  ⼦  点  を  通  る  か、  検  証  し  て  み  た。 

 そ  の  時  に  使  ⽤  し  た  コー  ド  が  別  紙  の  資  料  1  で  あ  る。 

    こ  れ  を  実  ⾏  し  た  結  果、  指  数  n  が  3  で  z  が  1000  以  下  の  ⾃  然  数  の  と  き、  い  か  な  る  格  ⼦  点 

 も  通  ら  な  い  事  が  わ  かっ  た。 

    よっ  て  図  形  的  に  考  え  る  と、  数  の  範  囲  は  限  ら  れ  て  く  る  が  フェ  ル  マー  の  最  終  定  理  が  成 

 り  ⽴  つ  こ  と  が  確  認  で  き  た。 

 ６.  謝  辞 

 秋  ⽥  県  ⽴  ⼤  学     廣  ⽥     千  明  先  ⽣ 

 横  ⼿  ⾼  等  学  校     千  葉     将  仁  先  ⽣ 

                      瀬々     将  史  先  ⽣ 

 本  研  究  を  ⾏  う  に  あ  た  り  丁  寧  な  ご  指  導  を  あ  り  が  と  う  ご  ざ  い  ま  し  た。 

 7.  参  考  ⽂  献 

 1.  ア  ス  テ  ロ  イ  ド  (曲  線)     -     Wikipedia 

 https://ja.wikipedia.org/wiki/  ア  ス  テ  ロ  イ  ド  _(  曲  線) 

 2.  ア  ス  テ  ロ  イ  ド  曲  線     |     ⼤  学  ⼊  試  数  学  の  考  え  ⽅  と  解  法 

 https://methodology.site/asteroid/ 

https://ja.wikipedia.org/wiki/%E3%82%A2%E3%82%B9%E3%83%86%E3%83%AD%E3%82%A4%E3%83%89_(%E6%9B%B2%E7%B7%9A)
https://methodology.site/asteroid/


 資  料  １     使  ⽤  し  た  プ  ロ  グ  ラ  ム  （  Python  ） 

 import     math 
 n=3  #  指  数 
 rep=10  #  繰  り  返  し  回  数  (y  を  ど  の  値  ま  で  調  べ  る  か) 

 for     x     in     range(1,rep+1):  #rep  回  だ  け  以  下  の  動  作  を  繰  り  返  す 
 for     y     in     range(1,x+1):  #x  の  値  の  回  数  だ  け  以  下  の  動  作  を  繰  り  返  す 

 #z  の  候  補  を  2  つ  求  め  る 
 #  ⼩  数  部  分  を  切  り  捨  て  た  も  の 
 z1=int(math.floor((x**n+y**n)**(1/n))) 
 #  ⼩  数  部  分  を  切  り  上  げ  た  も  の 
 z2=z1+1 
 #  候  補  が  主  題  式  を  満  た  し  て  い  る  か  判  定 
 diff1=z1**n-(x**n+y**n) 
 diff2=z2**n-(x**n+y**n) 
 print(x,y,"diff1=",diff1,"     diff2=",diff2) 
 #diff1  や  diff2  が  ⼩  さ  い  も  の  は  格  ⼦  点  の  近  く  を  通っ  て  い  る 

 print("−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−")  #  区  切  り  線  の  追  加 

 上  記  コー  ド  及  び  規  則  性  の  検  証  ＋  第  ⼀  象  限  で  の  グ  ラ  フ  の  描 
 写、  ⾯  積  の  導  出  を  す  る  プ  ロ  グ  ラ  ム  な  ど  が  あ  る  Google 
 Colabratory  の  ペー  ジ  の  QR  コー  ド  及  び  リ  ン  ク: 

 https://x.gd/gENi5 
 (エッ  ク  ス、  ピ  リ  オ  ド、  ジー、  ディー、  ス  ラッ  シュ、  ⼩  ⽂  字 
 ジー、  ⼤  ⽂  字  イー、  ⼤  ⽂  字  エ  ヌ、  ⼩  ⽂  字  ア  イ、  数  字  ファ  イ  ブ) 


